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ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Dans ce chapitre, on travaille seulement avec le corps de base R — généralisation a C en deuxiéme année. Les
désignent des entiers naturels non nuls.

1 PRODUIT SCALAIRE, NORME ET ORTHOGONALITE

1.1 PRODUIT SCALAIRE

lettres n, p,q. ..

Définition (Produit scalaire, espace préhilbertien réel, espace euclidien)

toute application (+|-): E X E — R :

1) bilinéaire : Va,y,z € E, VYA pu€eR, (Az+py|z) = Azlz) + pu(ylz) et (z|Ay + pz) =
2) symétriqgue : Vx,y € E, (ylz)= (z|y) ;

3) définie: Vz € E, (zlz) =0 = z=0gp ;

4) positive: Vzr € E, (z|z)=>0.

Le produit scalaire (z|y) est aussi parfois noté <:c|y>, <x, y> ou encore T - y.

de dimension finie est appelé un espace euclidien.

Alzly) + p(z|2)

e Soit F un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie positive, i.e.

)

e Un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien réel. Un espace préhilbertien réel

¥ ¥ ¥ Explication

Par chance, le produit scalaire usuel avec lequel vous avez I'habitude de travailler sur R? ou R® est un

produit scalaire au sens de cette définition. La démarche que nous initions ici n’en est pas moins déroutante : en début d’année,

—

nous avons défini le produit scalaire au moyen de la formule « (u

{17) = ||@||.]|]|- cos(i, T) », qui supposait connues les notions de

norme et d’angle ; nous venons ci-dessus de définir le produit scalaire indépendamment de ces deux notions. Le comble dans cette
histoire, c’est que ce sont les notions de norme et d’angle qui vont découler maintenant du produit scalaire — et non I'inverse.

XX K Attention !

R? — R

Il existe de nombreux produits scalaires dans le plan ou ’espace : simplement, jusqu’ici, nous en avons

privilégié un. Par exemple, l’application (-|) : {

distinct du produit scalaire usuel.

En effet Symétrie et bilinéarité évidentes. Pour le reste :

tout u = (z,y) € R?. De plus (u|u) = 0 si et seulement si x =

((1’, y)7 (xlv y,)) —  3xz’ + l’y, —+ yx’ + yy’

est un produit scalaire sur R?,

(ulu) = 32 + 2zy +y? =222 + (x +4)®> > 0 pour
x+y=0,ie z=1y=0, ouencore u = (0,0).

2 2 D En pratique

Pour montrer la bilinéarité d’un produit scalaire potentiel, la linéarité par rapport & une variable

seulement est suffisante, si 'on a pris la peine de démontrer avant la symétrie.

Petite remarque au passage : (z|0g) = (0Og|z) =0 pour tout x € E, par bilinéarité du produit scalaire.

Exemple (Produit scalaire canonique sur R") L’application (($k)1<kgn, (yk)lgkgn) — Z ZrYk est un produit scalaire

k=1
) ) . . . - R" xR" — R
sur R"™ appelé son produit scalaire canonique. Il est équivalent de le définir sous forme matricielle : { (X,Y) — ‘XY
En effet Symétrie et bilinéarité sont évidentes. Pour le caractére défini et la positivité, soit X = (zr)1<r<n € R™.
Alors (X]X) = Zxk 0, et ’égalité n’a lieu que si ) est nul pour tout k € [1,n], i.e. si X = 0.

n

Exemple Soient xo,x1,...
k=0

En effet

Pour tous P,Q,R € R,[X] et \,u e R :

mk = )\Z P :Ck ) =

(AP + uQ|R) = Z AP + p1Q)( :c@—i—uZQ(m)R(m
k=0 k=0

,Zn € R distincts. L’application (P, Q) — Z P(z,)Q(xk) est un produit scalaire sur R, [X].

Symétrie évidente. Du coup, pour la bilinéarité, la linéarité par rapport & la premiére variable suffit.

A(P[R) + w(Q|R).
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Pour le caractére défini et la positivité, soit P € R,[X]. Alors (P|P) = ZP(xk)2 > 0, et I'égalité n’a lieu que
k=0

si P(x) = 0 pour tout k € [0,n], i.e. si o, 1,...,xn sont des racines de P; or dans ce cas P posséde au moins
(n + 1) racines distinctes tout en étant de degré au plus n, donc P = 0.

1
Exemple L’application (f,g) — / f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur C([0, 1], R).
0

En effet Bilinéarité et symétrie sont évidentes. Pour le caractére défini et la positivité, soit f € C([O, 1], R). Alors
1

(f1) = / f(t)2 dt > 0, et I’égalité n’a lieu que si f = 0; en effet, 'intégrale d’une fonction continue positive est

0
nulle si et seulement si celle-ci est identiquement nulle.

XXX Attention! Munidu produit scalaire défini ci-dessus, C([O7 1], ]R) n’est pas un espace euclidien car ce n’est pas un
R-espace vectoriel de dimension finie. C’est seulement un espace préhilbertien réel.

1.2 NORME ET DISTANCE ASSOCIEES A UN PRODUIT SCALAIRE

Définition (Norme) Soit F un espace préhilbertien réel de produit scalaire (-]-).
e On appelle norme (euclidienne) sur E associée au produit scalaire (-|-) Papplication || - || : E — Ry définie par :
Ve e B, |l = @),
e On appelle distance (euclidienne) sur E associée au produit scalaire (-|-) I'application d : E x E — R, définie par :

V£C7y€E7 d($7y):||$—y”

X XX Attention ! La notion de distance n’est pas forcément celle que 1'on croit! La distance dépend d’un choix de

produit scalaire. Par exemple, pour le produit scalaire ((az7 y), (7', y’)) — 3zx’ +xy +yx’ +yy sur R? 7] = V3 £ 1.

Théoréme (Inégalité de Cauchy-Schwarz, inégalité triangulaire) Soient E un espace préhilbertien réel et z,y,z € E.

(i) Inégalité de Cauchy-Schwarz : ’(x|y)’ < |zl llyll- x Y
Cette inégalité est une égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.
+y
(ii) Inégalité triangulaire (version norme) : ‘H:CH - ||y|\‘ < e+ yll < |l + [yl

e e s . s A Yy
L’inégalité sur les normes est une égalité si et seulement si x et y sont colinéaires de méme sens.

Inégalité triangulaire (version distance) : ’d(x,y) —d(z, z)’ <d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2). " A »

¥ ¥ ¥ Explication En début d’année, nous n’avons méme pas pris la peine d’énoncer 'inégalité de Cauchy-Schwarz car

elle était alors complétement triviale : {ﬂ’f[)’{ = ‘||ﬂ’|\||17|\ cos(@, v)| < ||]].||7]]. Elle est a présent remarquable car nous avons

défini le produit scalaire sans notion d’angle aucune, donc sans 'usage d’aucun cosinus.

Démonstration

(i) On peut supposer y # 0 — sinon résultat trivial. La fonction t — ||z + ty||*> = ||z||* + 2t(z|y) + £*||y||?
est alors polynomiale de degré 2 et positive ou nulle, donc de discriminant négatif ou nul — soit pas de
racine réelle, soit une racine double. L’inégalité de Cauchy-Schwarz découle alors de ce que le discriminant
en question vaut 4[(x|y)2 — ||x||2|\y||2]

L’inégalité est une égalité si et seulement si le discriminant s’annule, i.e. si et seulement si ||z + Ay||*> = 0
pour un certain A € R, ce qui revient a dire que x + Ay = Og, ou encore que x et y sont colinéaires.

(ii) La version distance est immédiate a partir de la version norme, et I'inégalité généralisée découle de l'in-
égalité triangulaire de base — si vous n’étes pas convaincus, allez faire un tout dans notre chapitre sur les
nombres complexes. Pour cette inégalité de base :

auchy-Schwarz

2 _ 2 2 © 2 2 2
Iz +ylI* = (z + yle +y) = [«]* + 2(=|y) + |yl < llll® + 2l Iyl + NIyl = (=l + llyl) ™

Un petit coup de racine carré, et I'inégalité triangulaire est démontrée.
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Cette preuve montre aussi que l'inégalité est une égalité si et seulement si (z|y) = ||z||.||y]|. En particulier,
dans ce cas, = et y sont colinéaires d’aprés (i). Quitte a permuter x et y, il existe donc A € R tel que y = Ax.
Aussitot : A|z]|? = (x| 2) = (z]y) = |lz||.|ly]| = |lz||.|I ]| = |A.||z||?, de sorte que soit x est nul, soit
A=A, i.e. A > 0. Dans les deux cas x et y sont colinéaires de méme sens. La réciproque est immédiate. W

Théoréme (Identités du parallélogramme et de polarisation) Soient E un espace préhilbertien réel et z,y € E.

(i) Identité du parallélogramme : ||z + y||* + ||z — y[|* = 2(||lz|* + [|y[1*)-

(llz + w12 = l1= = y1I?).

==

(ii) Identités de polarisation :  (z|y) = % (H:c +yl* = ||lz||* — Hy||2) =

¥ 8§ ¥ Explication

L’identité du parallélogramme affirme que la somme des carrés des cotés d’un parallélo-
gramme est égal & la somme des carrés des longueurs de ses diagonales. Quant aux identités T oxy
de polarisation, elles montrent que le produit scalaire est une fonction de la norme — alors L
qu’initialement c’est la norme qui est une fonction du produit scalaire.

Y
Démonstration Faire joujou — addition, soustraction. .. — avec les relations « ||z+y|]> = ||lz||>+2(z|y) +|ly||* »
et « [l —yl|* = [|lz]I* - 2(zly) + lylI* ». u
1.3 ORTHOGONALITE
Définition (Vecteur unitaire, vecteurs orthogonaux) Soient F un espace préhilbertien réel et x,y, x1,x2,...,2n € E.
e On dit que z est unitaire (ou normé) si ||z|| = 1.
e On dit que z et y sont orthogonauz si (x|y) = 0; cette relation se note z L y.
e On dit que (z1,x2,...,Zn) est orthogonale si z; et x; sont orthogonaux pour tous ,j € [1,n] distincts.
e On dit que (z1,x2,...,%,) est orthonormale (ou orthonormée) si elle est orthogonale et si x; est unitaire pour tout
. . . . 1 sii=j
i € [1,n]; cela revient a dire que : Vi, j e [1,n], (zilz;) = diy, ou 0;; = { 0 : z 7&; (symbole de Kronecker).
¥ ¥ ¥ Explication Ces définitions achévent de mettre la géométrie la téte en bas : jusqu'ici, pour vous, la notion

d’orthogonalité était premiére et le produit scalaire second. C’est le contraire qui est vrai & présent : la notion d’orthogonalité
repose sur la définition préalable d’un produit scalaire. Cela implique en particulier qu’a tout produit scalaire correspond une
notion d’orthogonalité. Les angles droits ne sont droits que relativement & la donnée d’un produit scalaire.

Exemple Pour le produit scalaire canonique de R", la base canonique de R™ est orthonormale. C’est facile et important :
VERIFIEZ-LE SEUL IMPERATIVEMENT.

A
Exemple :
. . R v L 7=37 )
Pour le produit scalaire ((az7 y), (', y)) — 3za’ +xy’ +yz’ +yy’ sur R, les vecteurs @ = % et 7= " \/gj forment une
base orthonormale de R2. Vérifiez-le! Cela nous fait apparemment un drole d’angle droit, mais vous devez considérer 7

que c’en est bel et bien un : simplement votre ceil n’est pas adapté a ce produit scalaire.

1
Exemple Les fonctions ¢ — 1 et ¢ — sin(27t) sont orthogonales pour (f,g) — / f()g(t) dt sur C([0,1],R) car
0

1 1 t=1
/ 1 x sin(2n7t) dt = / sin(2nt) dt = {—M] =0.
0 0 2m t=0
Théoréme (Propriétés des familles orthogonales) Soient E un espace préhilbertien réel et (z1,z2,...,2,) une famille
orthogonale de FE.
(i) Si aucun des xj n’est nul, k décrivant [1,n], alors la famille (z1,z2,...,x,) est libre.

2

n

2

=D llaxl®.
k=1

(i) Théoréme de Pythagore :

n
D> o
k=1
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¥ 8§ ¥ Explication A C

Mais quel rapport avec le théoréme de Pythagore qu on apprend au college ? Au collége, on nous apprend
que B02:AB2+ACZ Aprésent‘ HB—‘,—BH _HBH +H ie. AD2 AB2+A02 Ces

deux résultats n’en font qu’un, car évidemment AD =

B D

2 QXY XY En pratique Gréace a (i), si vous voulez montrer que | n | vecteurs donnés forment une base orthonormale en
) —_—
dimension 7 il vous suffit de montrer que ces vecteurs forment une famille orthonormale.

Démonstration

n

(i) Supposons zx # Og pour tout k € [1,n]. Soient A1, A2,..., An € R tels que Z Atz = Og. Fixons 7 € [1,n].

k=1
Alors: 0= (0gl|z;) = (Z ALTk xl> = Z)\k(xk|xz) = X\i||lzi]|®. Or zi # 0g, donc ||z;|| # 0, d’ott A; = 0.

La famille (z1,z2,...,zn) est donc libre.
n n
w S| (Z Z Zm> = > (@le)= > (@) = 3 _(@ela) Z ] .
k=1 k=1 1<k,I<n 1<k, I<n k=1
k=l

2 FAMILLES ORTHONORMALES

2.1 PROCEDE D’ORTHONORMALISATION DE GRAM-SCHMIDT

Théoréme (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt) Soient E un espace préhilbertien réel et (e1, ez, ..., e,)
une famille libre de E. On peut transformer (e1,es,...,e,) en une famille orthonormale (u1,us,...,u,) de E telle que :
Vk € [1,n], Vect(ei,ea,...,ex) = Vect(ui,usz,...,ur). k-1
ex — Y (exn|ui)us
Pour tout k € [1,n], on n’a que deux choix possibles pour la construction de uy : uy est soit le vecteur Iill , soit
ex — Y (exlui)us
i=1

son opposé. La construction de ux requiert donc la construction de w1, u2,...,ur—1 (procédé itératif).

¥ ¥ ¥ Explication Tachons d’expliquer la chose avec des dessins dans le cas simple n = 2; car une fois qu’on a compris
ce cas, on a tout compris. On veut transformer une famille libre quelconque (e1,e2) en une famille orthonormale (u1,u2). Le
e1 e2 — (ez|u1)us

théoréme donne les formules suivantes : wu©;1 = —— et wus = .
feal ez — (ealuwr )]
€g — (62|u1)u1 es
1) La premiére formule normalise e1, c’est-a-dire le rend unitaire. A w7
s |
. N N 7
2) La seconde commence par transformer ez en ez — (e2|u1)us ; cela revient a retrancher a es e |
. . . N ul
sa « composante en u; », qui vaut (ez|ui)ui. Le vecteur ainsi obtenu est orthogonal & u;. - ‘T —_—— e
Mais il peut ne pas étre unitaire : c’est pourquoi on le divise par sa norme. —>
(e2fu1)ur
Démonstration

e La construction commence simplement. La famille (e1) est libre, donc e1 # Og, et donc on peut poser

= %L 1 est clair que Vect(e1) = Vect(ui).

u
llex ]l

e Soit k € [1,n]. Supposons qu’on ait réussi a construire une famille orthonormale (u1, ug, ..., ux—1) telle que
Vect(e1,e2,...,ep) = Vect(ui,uz, ..., up) pour tout p € [0, k—1]. Nous sommes en quéte d’un vecteur uy, tel
que : 1) (u1,u2,...,ur) est orthonormale; 2) Vect(ey,e,...,ex) = Vect(ur,uz, ..., ux).

e Analyse : Faisons 'hypothése qu'un tel vecteur ui existe. A quoi ressemble-t-il ? Pour commencer, ug

est combinaison linéaire de e, e2,. .., e, car Vect(ei,ea,...,ex) = Vect(ui,us,...,ur); mais comme aussi

Vect(e1,e2,...,ex—1) = Vect(ui,uz,...,ur—1), ur est en fait combinaison linéaire de w1, uz, ..., Uk—1, €k,
k—1

de sorte que pour certains aig, a2k, ...,akx € R 1 up = arrer + E Wi Wi -

i=1
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Dans ces conditions, pour tout ¢ € [1, k — 1], sachant que u, L u; :

k—1
0= (uk|u1) = <akkek =+ Z QjkUj

k-1
uz) = apr(ex|u:) + Z ajr(ujlui) = apk(erlus) + a,

j=1 Jj=1
k—1
ou encore :  a;r = —akk(ex|u;). Ceci montre que :  ur = arrly, OU Up = ey — Z(eﬂui)ui.
i=1
1
Mais enfin ||ux|| = 1 par hypothése, donc |akk| = m, ie. apr = Tanll Finalement, nous venons de
Uk U

montrer que ux = =+ W; le vecteur ug, s’il existe, est donc complétement déterminé par la donnée de
Uk

UL, U2, ..., Uk—1 €t ek, au signe pres.
k—1
e Synthése : Réciproquement, commengons par poser ir = e — E (ex|us)us.
i=1
Peut-on avoir 4 = Og 7 Si ce vecteur était nul, e; serait combinaison linéaire de ui,ua,...,ux—1, et donc
de e1,e2,...,ex—1 puisque Vect(e1,ez,...,ex—1) = Vect(ui, u2,...,ur—1). Cela contredirait la liberté de la
famille (e1,e2,...,er) donnée initialement.
. . Uy . . g,
Puisque iy # 0g, nous pouvons donc poser ur = —— — on pourrait choisir uy = ———.
Nl || (i |
1) Montrons que (u1,u2,...,ux) est orthonormale. Comme (u1,u2,...,ux—1) est par hypothése de
récurrence, nous devons juste montrer que ux est unitaire et orthogonal aux vecteurs ui,u2, ..., ur—1. Le

caractére unitaire de uy est limpide. Pour les orthogonalités, pour tout j € [1,k — 1] :

(uku;) = ! | (tk|u;) = . <€k—Z(€k|ui)m

w)— - ((ertg) — (exlug) (usluy) ) = 0.

Tae] Tl 2 Tl
2) Dans la mesure ot Vect(ei, ez, ...,ex—1) = Vect(ui,uz,...,ur—1), et puisque uy est combinaison
linéaire de w1, u2,...,uk — 1 et ey, alors Vect(e1,e2,...,ex) = Vect(ui,uz, ..., ux). [ |

1

Exemple L’application (P, Q) +— / P(t)Q(t) dt est un produit scalaire sur R[X], et quand on orthonormalise la famille libre
0

(1, X, X?) au moyen de I'algorithme de Gram-Schmidt, on obtient la famille orthonormale (1 , V3(2X-1), V5(6X? —6X+1)) .

En effet Il s’agit de construire une famille orthonormale (P, P1, P;) de Rz[X] a partir de (1, X, X2).

1
e Construction de P, : Posons Py = ﬁ Comme ||1]|* = / dt =1, en fait Py = 1.
0
_ 1
o Construction de P; : Posons P = M. Puisque (X|FPo) = / tdt = 1, le polynéme au
| X — (X|Po) | 0 2
Rappel : 1 1112 1 1\ 2 1 1
pour o # —1, numérateur est en fait X — (X|Py)Po = X — =. Mais || X — = :/ t—-) dt=— =-——, donc
: ) 2 2 0 2 2 (2/3)
/0 t°dt = at1 P = \/3(2X —1). Alors (Po, P1) est une famille orthonormale.
X? — (X?|Po)Py — (X?|P1) Py

1
e Construction de P : Posons P» = Puisque (X°|Py) = / t* dt = % et
0

[ X2 — (X2|Po)Po — (X2|P) Py

1
(X?|P) = / t? x V3(2t — 1) dt = 2L\/§7 le polynome X2 — (X?|Py)Py — (X?|P1)P; au numérateur est en
0

fait le polynome X2 — X + é Mais par ailleurs !

o 1)? 1 1
X* X+ :/ (tz—t+—) dt = — = 5
6 o 6 180~ (6v5)
donc Py = v/5(6X?% — 6X 4 1). Alors (Po, P1, P2) est une famille orthonormale.

Corollaire (Existence de bases orthonormales en dimension finie) Soit E # {0 E} un espace euclidien. Alors E posséde
une base orthonormale.

Démonstration Comme F est de dimension finie non nulle, F posséde une base, et donc une base orthonormale
en vertu du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt — famille (libre) orthonormale avec le bon nombre
de vecteurs. .. |

Corollaire (Théoréme de la base orthonormale incompléte en dimension finie) Soit E # {OE} un espace euclidien.
Toute famille orthonormale de E peut étre complétée en une base orthonormale de F.
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Démonstration Soit (e1, e, ..., ep) une famille orthonormale de E. Alors (e1, ez, ..., ep) est libre. Or E est de
dimension finie non nulle, donc on peut compléter (e1,ez,...,ep) en une base de E. On peut ensuite transformer

cette base en une base orthonormale au moyen du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Ce procédé
,ep qui forment déja une famille orthonormale, et nous avons donc complété

n’affecte pas les vecteurs e, ez, ...
notre famille de départ en une base orthonormale de E.

2.2 COORDONNEES DANS UNE BASE ORTHONORMALE

Théoréme (Coordonnées dans une base orthonormale) Soient E # {0z} un espace euclidien, (e1, €2, ..., en) une base

orthonormale de F et x € E.

n
Alors: =z = Z(z|ek)ek. En d’autres termes, les coordonnées de x dans (e1, ez, ..., e,) sont ((:c|61), (zle2), ..., (:c|en))
k=1
W= (1) T (-]) 7
A
¥ ¥ ¥ Explication Ce résultat est bien connu en principe dans le plan et dans I’espace. |
= | .
AR Y
\ .
| 2
N S >
Démonstration Notons (z1,x2,...,Zn) les coordonnées de = dans (e1, e2,...,en). i-7

n n
€k> = le(el|ek) = Zl’lakl = Tk- Et voila. |
=1 =1

Pour tout k € [1,n] : (x]ex) = <Z xie;

(Expression du produit scalaire et de la norme dans une base orthonormale) Soient E # {OE} un

Théoréme
,yn) dans une certaine base orthonormale

espace euclidien et z,y € E de coordonnées respectives (z1,z2,...,Tn) €t (y1,y2,. .-
de E. Alors :

(zly) = vakyk et =l =

En termes matriciels, si X est la colonne des coordonnées de x et Y celle des coordonnées de y :

(zly) =*XY et lz|| = VX X.

¥ & ¥ Explication Ce résultat montre que finalement, le produit scalaire canonique sur R™ est un modéle pour tous les
produits scalaires des espaces euclidiens. Calculer le produit scalaire (z|y) dans un espace euclidien abstrait revient a calculer le
produit scalaire canonique des coordonnées des vecteurs x et y dans une base orthonormale fixée quelconque.

X R K Attention! Ces formules sont fausses si la base dans laquelle les coordonnées sont données n’est pas orthonormale.
Démonstration Notons (e1, ez, ..., e,) la base orthonormale considérée.

Zyz&) = Z zryi(exler) = Z TrYLok = Z Ty = Zl’kyk ='XY. u

1<k,I<n 1<k,I<n 1<k,I<n k=1
k=l

(z|ly) = <Z Tkek

3 ORTHOGONALITE ET SOUS-ESPACES VECTORIELS

3.1 SOUS-ESPACES VECTORIELS ORTHOGONAUX

Définition (Sous-espaces vectoriels orthogonaux) Soient F un espace préhilbertien réel et F' et G deux sous-espaces
vectoriels de E. On dit que F' et G sont orthogonauz si tout vecteur de F' est orthogonal a tout vecteur de G, i.e. si :

VfeF, VYgeG, (flg)=0. Cette relation se note F' L G.
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Exemple Dans le plan vectoriel R? muni de son produit scalaire canonique, les droites d’équations z = 0 et y = 0 sont
orthogonales car pour tous z,y € R : ((07 y)’(:mO)) =0xz+yx0=0.

3.2 ORTHOGONAL D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL

Définition (Orthogonal d’un sous-espace vectoriel) Soient E un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel
de E.
e On appelle orthogonal de F dans E, noté F*, 'ensemble {x €eE/ VfeF, (z|f)= 0}.

e Alors F'* est un sous-espace vectoriel de E orthogonal a F.
o Les sous-espaces vectoriels F' et F' sont en somme directe, i.e. FNF+ = {OE}

e On a linclusion suivante : F C F++.

X X R Attention ! Si F est un espace préhilbertien réel quelconque, il n’est pas vrai en général que F et F1 sont
supplémentaires dans F, ils sont seulement en somme directe; bref, on n’a pas forcément E = F + F. De méme, on n’a pas
forcément F'+ = F. Nous verrons cependant que ces résultats sont vrais si F' est de dimension finie, donc en particulier si E
est euclidien.

Démonstration

e Montrons que F' L est un sous-espace vectoriel de F.
1) Déa0g € Frcar: VYfeF, (0g|f)=0.
2) Soient z,y € F* et A\, u € R. Pour tout f € F : (Az+py|f) = Az|f) + pylf) = X0+ 1.0 = 0.
Ceci montre bien que Az + py est orthogonal a tout vecteur de F', i.e. que Az + py € Ft.
€F eFrt
e Montrons que F' N Ft+ = {OE} Soit x € FFN F*. Alors (f;s\r-;c\) = 0, et donc x = O en vertu du
caractére défini du produit scalaire.

e Montrons que F C F*+. Soit f € F. Montrer que f € F1* c’est montrer que f est orthogonal & tout
vecteur de FX. Or pour tout € FL, f et x sont orthogonaux puisque f € F et x € F*. Il est donc bien
vrai que f € F1+, |

Exemple Si E est un espace préhilbertien réel, {OE}L =Fet Bt = {OE}
La seconde égalité énonce une vérité simple et importante : le seul vecteur de E orthogonal & tous les vecteurs de E est Og.

En effet
e Le vecteur nul est orthogonal & tout vecteur, donc £ C {OE}l. L’inclusion inverse est une évidence.

e En tant que sous-espace vectoriel de E, E* contient 0x. Inversement, soit z € E+. Alors z est orthogonal a
tout vecteur de E, donc en particulier a lui-méme :  (z|z) =0, ie. ||z|| = 0. On obtient aussitét z = Og
en vertu du caractére défini du produit scalaire.

Exemple Pour le produit scalaire (P, Q) — P(—=1)Q(—1)+P(0)Q(0)+ P(1)Q(1) sur Ro[X]: Ro[X]*" = Vect(X,3X?—2).
En effet Soit P = aX?+bX + c € Ro[X].
P € Ro[X]" = YAeR, (PA)=0 = (PI1)y=0 par linéarité du produit scalaire

= (a—b+c)+c+(a+b+c)=0
= 2a + 3¢ = 0. On en déduit le résultat voulu.

Théoréme (Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace vectoriel de dimension finie) Soient F un espace préhil-
bertien réel et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.

(i) Il existe un et un seul supplémentaire de F' dans F orthogonal a F' : c’est F1, appelé par conséquent le supplémentaire
orthogonal de F' dans E.

(ii) On a l’égalité suivante : F*+ =F.
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H KK Attention !
e L’hypothése que F est de dimension finie est essentielle. Dans le cas général, nous avons vu que F et F* sont en somme

directe et que F C F+1, mais rien de plus a priori. On n’a pas forcément E = F + F+ et Ft+ = F.

e [l existe un unique supplémentaire orthogonal, mais tout plein de supplémentaires « généraux », ne 'oubliez pas.

Démonstration
(i) Nous savons déja que F'NF+ = {0g}.
e Montrons que E = F 4+ F1, i.e. que E C F + F*. Nous pouvons supposer F # {OE} car {OE} +
{OE}l = {OE} + E = E. Introduisons alors une base orthonormale (fi, fa,..., fn) de F, puisque par

n
hypothése F' est de dimension finie. Soit z € E. Posons f = Z(:c|fk)fk Il est facile de vérifier que = — f
k=1
est orthogonal & f1, fa,..., fn, i.e. que z — f € F*. Cela montre bien que z € F 4+ F*.

e Montrons que F1 est le seul supplémentaire de F' dans E orthogonal & F. Soit F’ un tel supplé-
mentaire. Alors F' L F' donc F' C F*. Pour l'inclusion réciproque, fixons ¢ € F*. Puisque E = F + F”,
ilexiste f € Fet f/cFltelsquexz=f+f.0rfeF*etF LF, donc0=(z|f)=(f+FIf)=(flf).
Ainsi f = 0g, ie. z = f' € F'.

(ii) Nous savons déja que F C F*L. Pour linclusion réciproque, fixons € F1+. Puisque F = F 4+ F4 il
existe f € Fet f' € Fftelsquex = f+ f. Orz € F* donc 0 = (z|f) = (f + f'If) = (f'|f). Ainsi
f'=0g,iex=feckF. [ ]

4 PROJECTEURS ORTHOGONAUX

4.1 PROJECTEURS ORTHOGONAUX ET SYMETRIES ORTHOGONALES

Définition (Projecteur orthogonal, symétrie orthogonale) Soient E un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E.

e On appelle projection orthogonale sur F ou projecteur orthogonal sur F la projection sur F de direction F'*.

e On appelle symétrie orthogonale par rapport a F la symétrie par rapport a F parallélement a FL.
On parle plutot de réflexion par rapport a F si F' est un hyperplan de F.

¥ ¥ ¥ Explication Comme F est de dimension finie, E = F @ F*.

Projection Symeétrie
orthogonale orthogonale ‘

—-f \

Théoréme (Expression d’un projecteur orthogonal dans une base orthonormale) Soient E un espace préhilbertien
réel, F un sous-espace vectoriel de dimension finie non nulle de E, (f1, f2,. .., f») une base orthonormale de F et p le projecteur
orthogonal sur F'.

n

Alors pour tout x € E 1 p(x) = Z(m|fk)fk
k=1

¥ ¥ ¥ Explication Dans ce résultat, « (z|fx)fx » représente la composante de z selon le vecteur f, et p(z) est la somme
de toutes ces composantes.
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n
Démonstration Soit alors z € E. Le vecteur :C—Z(m|fk)fk est orthogonal & f1, f2,..., fn, donc & F tout entier,
k=1
€F ert

donc appartient & FL. Ainsi © = Z(m|fk)fk + <m — Z(m|fk)fk > Ceci prouve bien que p(x) = Z(:c|fk)fk7 si
k=1 k=1 k=1
I'on veut bien se souvenir de ce qu’est une projection par définition. |

Exemple On note F le sous-espace vectoriel Vect(sin, cos) de C([—T{', ﬂ'],R). Le projeté orthogonal de 'identité Id sur F'

pour le produit scalaire (f,g) — f(t)g(t) dt est la fonction t — 2sint.

En effet

e Commencons par déterminer une base orthonormale de F' au moyen de 'algorithme de Gram-Schmidt. Il
convient de remarquer au préalable que (sin, cos) est une base de F' — pourquoi d’ailleurs ?

T ™ _ . t=m
1) Tout d’abord : | sin || :/ sin®¢ dt :/ 1+)S(2t) dt = {% - smft)] = 7. Notons

- t=—m

VT
T . T . t=m
2) Ensuite :  (cos|fo) = %\/j_:nt dt = / s;n\(/ét) dt = [_czs—éit)} = 0. On montre

comme en 1) que || cos ||> = 7. Posons alors fi = C—\;)i. Alors (fo, f1) est une base orthonormale de F'.
T

alors fo la fonction t — de sorte que || fol = 1.

t=—m

e Pour déterminer le projeté orthogonal de f sur F', nous devons calculer (Id|fo) et (Id|f1).
LA qt= 7“ . o
Or: / te dt = [t X (—z’)e”] - / (—i)e™ dt = 2im + i[(—i)e"] Zj =241 4+ 0 = 27,
—r t=— - =T
T tsint Im(2ém) T tcost Re(2i)
D , (Id = dt = —— =2 t (Id = dt = =0.
weoup, (o) = [ =2 D —aym e aln) = [ 2 =

Enfin, le projeté orthogonal de Id sur F est la fonction (Id|fo) fo + (Id|f1) f1 = 2+/7 fo, i.e. t —> 2sint.

Exemple Soient F un espace préhilbertien réel, a € E non nul et H = Vect(a)l I'unique hyperplan de E orthogonal & a. Si

p est le projecteur orthogonal sur H et si r est la réflexion par rapport & H, alors pour tout z € F :

(a]z)a
llall®

2(alz)a
llall®

p(x) =2 — et r(x) =z —

En effet Notons p’ la projection orthogonale sur Vect(a). Alors p+p’ = Idg et <i> est une base orthonormale

[lal
a ) a (z]a)a

lall ) Nall — lall*

Pour expression de r, il suffit d’observer que r = 2p — IdEg.

de Vect(a). Onadonc: VzeE, p'(z)= <x d’ou 'expression de p.

4.2 DISTANCE A UN SOUS-ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE

Définition (Distance a une partie) Soient E un espace préhilbertien réel, A une partie non vide de F et x € E. On appelle
distance de x a A, notée d(z,A), le réel :  d(z,A) = in£\ d(z,a).
ac

¥ ¥ ¥ Explication Intuitivement, la distance d’un vecteur x & une partie A est la plus petite distance séparant z d’un
élément de A. Mais comment savoir si une telle « plus petite distance » existe ? En fait, elle n’existe pas nécessairement et c’est
pourquoi on n’a surtout pas posé « d(z, A) = miﬁ d(z,a) ».

ac

x x

La distance de z & A d(z, A)

T T~ Ax, A)
est ici un minimum / La distance de z 3 A
(i.e. elle est atteinte) //y est ici seulement une borne inférieure.
/
e
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Démonstration  Le réel d(z, A) est bien défini en vertu de la propriété de la borne inférieure, car ’ensemble

{d(x, a)}aEA est une partie de R non vide (car A # @) et minorée (par 0). [ |

Théoréme (Distance a un sous-espace vectoriel de dimension finie) Soient F un espace préhilbertien réel, F' un
sous-espace vectoriel de dimension finie de E et p le projecteur orthogonal sur F. Soit en outre z € E.

e Alors 1 d(z, F) = ||z — p(2)|| = d(z,p(x)).
La distance de « & F' est donc un minimum. Ce minimum n’est
atteint qu’en la projection orthogonale de x sur F.

e Par ailleurs :  d(z,F)? = ||z||*> — Hp(x)”2

Démonstration

e Par définition de p, nous savons que p(z) € Im p = F et que = — p(z) € Ker p = F+.
ert er
—_—N— ——
Soit alors f € F.Ona: x—f= (m — p(m)) + (p(m) — f) Le théoréme de Pythagore montre aussitdt que

e — fII? = || — p(@)||* + [lp(=) — £

e Montrons a présent que d(z, F) = Hm p(z H = d( ,p(z )) Pour ce faire, notons D ’ensemble {d(:c7 f)}f -
€
1) Alors ||z — p(z)|| = d(z, p(z)) € D car p(z) € F.
2) Mais de plus pour tout f € F:  d(z,f) = |z — f|| = \/H:c— +Hp sz > fop(:c)H,

donc ||z — p(x)|| est un minorant de D.

Ainsi d (x, p(:c)) est le plus petit élément de D, donc aussi sa borne inférieure, ce qui montre le résultat voulu.

e Soit f € F distinct de p(x). Alors Hp f” > 0, donc d(z, f) = \/Hx — G Hp f”2 > H:c—p(x)”
Ceci montre que la distance d(z, F') n est atteinte qu’en p(z) [ |

5 REPRESENTATION DES FORMES LINEAIRES
D’UN ESPACE EUCLIDIEN

Théoréme (Représentation des formes linéaires d’un espace euclidien) Soient F un espace euclidien et f une forme
linéaire de E. Il existe un unique vecteur a € E tel que :  Vz € E, f(z) = (alz).

¥ ¥ ¥ Explication Quelle interprétation géométrique ? Nous savons que la donnée d’un hyperplan H équivaut & la donnée
d’une forme linéaire non nulle f. Du coup, a présent, la donnée d’un hyperplan équivaut donc & la donnée d’un vecteur non nul

a,avec: H=Ker f= {:c €E/ (alz)= 0} = Vect(a)t. Géométriquement, a est donc un vecteur normal & H.

X X X Attention ! L’hypothése que E est euclidien, i.e. de dimension finie, n’est pas la pour décorer!

E —  L(E,R)

est un isomor-
a — (z+— (a|:c))

Démonstration Nous allons montrer que 'application linéaire ¢ :

phisme. La bijectivité de ¢ n’est autre que le résultat voulu. Mais comme dim £(E,R) = dim £ X dimR = dim E,
il nous suffit en fait de montrer que ¢ est injective, i.e. que Ker ¢ = {OE}

Soit a € Ker ¢. Alors (a|z) = 0 pour tout x € E. En particulier, ||a||?> = (a]a) = 0, et donc a = 0. [ |
Exemple Soit f une forme linéaire de R™. Nous savons qu’il existe des coefficients uniques a1, aso, ..., a, € R tels que :
V(z1,T2,...,2n) €ER",  f(z1,72,...,Tn) = a121 + a2T2 + ... + AnTn.

Le théoréme est ici clair; pour A = (a1, a2,...,a,) : VX €R™,  f(X) = (4]X) ="'AX.
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